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Résumé :
Le present travail est consacré à l’étude des effets d’une modulation en phase des conditions aux
limites relatives à la vitesse sur le seuil d’instabilité au sein d’un fluide viscoélastique en écoulement
de Taylor-Couette. Dans ce cadre, nous supposons que le comportement du fluide est régi par une loi
de type Maxwell linéaire et que la vitesse imposée est sinusöıdale. La théorie de Floquet est combinée
avec une méthode numérique transformant le problème aux valeurs propres obtenu en un problème aux
conditions initiales. Les résultats obtenus dans ce cadre, nous permettent de mettre en évidence, les
effets dus à cette modulation et à la nature viscoélastique sur le nombre de Taylor critique.
Abstract :
The hydrodynamic instability of a pulsed flow in a viscoelastic fluid confined in a Taylor-Couette system
is investigated. Both cylinders are subjected to modulated rotation in phase with the same amplitude
and frequency. We focus attention on the linear stability analysis in the case of a linear Maxwell model.
This analysis has been solved using the Floquet theory and a technique of converting a boundary value
problem to an initial value problem. Results obtained allow to characterize the influence of modulation
effects and that of the viscoelastic nature of the liquid on the critical Taylor and wave numbers.
Mots clefs : Taylor-Couette flows ; time-periodic flows ; Linear Maxwell fluid.
1 Introduction
L’écoulement confiné entre deux cylindres coaxiaux en rotation différentielle, est le siège de plusieurs
modes d’instabilités qui ont fait l’objet de plusieurs études. Ces études ont été consacrées tout d’abord
au cas classique où le fluide est Newtonien et où les vitesses imposées aux parois cylindriques sont
constantes [1]. Ceci a permis notamment d’arrêter la valeur du nombre de Taylor critique Tac=1715
[2]. Les cas considérés par la suite ont porté sur la détermination de l’effet dû à la variation des vitesses
pariétales [3, 4] en fonction du temps, ou encore celui dû à la nature non-Newtonienne du fluide sur ce
nombre critique. Dans ce travail nous nous intéressons à la caractérisation de l’influence du couplage
entre ces deux effets sur le seuil d’instabilité et ce lorsque le fluide est viscoélastique.
2 ECOULEMENT DE BASE
On considère un fluide viscoélastique, de densité ρ et de viscosité cinématique ν, confiné entre deux
cylindres coaxiaux de rayons R1 et R2 = R1 + d ayant respectivement les vitesses angulaires ΩR1 et
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Figure 1 – Géomètrie de Taylor-Couette modulée
ΩR2 définies respectivement par ΩR1 = ΩR2 = Ω0 cos(ωt
∗), où Ω0 et ω sont respectivement l’amplitude
et la fréquence de pulsation (Figure 1).
Les équations régissant l’écoulement de base sont l’équation de conservation de la quantité de mouve-







= −∇P ∗ +∇.τ
∇.V∗ = 0
où ρ est la densité volumique du fluide, V∗ est le vecteur vitesse, τ est le tenseur de contrainte et






le coefficient λ désigne le temps de relaxation, µ la viscosité etD le tenseur de déformation. L’écoulement











avec les conditions aux limites suivantes :
VB(x = 0, t) = VB(x = 1, t) = cos(σt) (2)




, σ = ωd
2
ν et Γ =
λ ν
d2
Les paramétres adimensionnels Γ et σ désignent respectivement le nombre de Deborah caractérisant
le rapport du temps de relaxation du fluide au temps de diffusion visqueux et le nombre de fréquence.
La vitesse de base, vérifiant les conditions aux limites (2), s’écrit sous la forme suivante :
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VB(x, t) = V1(x) cos(σt) + V2(x) sin(σt) (3)
avec
V1(x) =





















3 ANALYSE DE STABILITE LINEAIRE
Pour l’étude de la stabilité linéaire de l’écoulement de base défini précédemment, nous appliquons la
procédure classique des perturbations qui consiste à superposer à cette écoulement des perturbations
infinitésimales en vitesse et en pression de telle sorte que :
u = (0, VB, 0) + (u(x, z, t), v(x, z, t), w(x, z, t))
P = PB + p(x, z, t)
Le comportement de l’écoulement perturbé est contrôlé par deux paramètres : le nombre de fréquence,




. Nous considérons par la suite que les pertur-
bations s’écrivent en modes normaux :
(u, v, w) = (û(x, t, v̂(x, t), ŵ(x, t), p̂(x, t))) exp(iqz)
où q désigne le nombre d’onde suivant la direction z. En éliminant la pression et la vitesse axial, le




































Les conditions aux limites sont :
û = v̂ =
∂û
∂x
= 0 en x = 0 et x = 1 (8)
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4 APPROCHE NUMERIQUE ET RESULTATS
Le système (6-7) associé aux conditions aux limites (8) constitue un problème aux valeurs propres.
Compte tenu du fait que les coefficients de ces équations sont des fonctions périodiques du temps, la
théorie de Floquet permet de présenter la solution du problème sous la forme
(û, v̂) = exp(µt)
n=+∞∑
n=−∞
(Un(x), Vn(x)) exp(inσt) (9)
Nous désignons l’éxposant de Floquet par µ = µ0 + iµ1 qui est un nombre complexe.
Nous limitons notre étude à la détermination des courbes de stabilité marginale correspondant aux
solutions harmoniques µ = 0. L’écriture de la solution de base VB sous sa forme complexe est donnée
par :
VB = F (x) exp(iσt) + F
∗(x) exp(−iσt) (10)
avec F (x) = 12(V1(x)− iV2(x)) et F
∗ son conjugué. En substituant les expressions (9) et (10) dans le
système d’équations (6-7), nous obtenons une hiérarchie infinie de systèmes :
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2T 2a (1 + inΓσ) (FVn−1 + F
∗Vn+1) (11)(














où D = ddx . Les conditions aux limites associées sont :
Un = Vn = DUn = 0 en x = 0, 1 (13)
Ce système d’équations différentièlles est transformé en un système d’équations differentièlles du pre-








DUn, Vn, DVn. Un ensemble de
solutions independantes vérifiant les conditions aux limites en x = 0 sont construites à partir d’un
schéma numérique de Runge-Kutta du quatrième ordre, une combinaison linéaire de ces solutions
satisfaisants les conditions aux limites en x = 1, mène alors à un système algébrique homogène dont
les inconnues sont les coefficients d’une telle combinaison. Une condition nécéessaire d’éxistence de
solutions non nulles est que le déterminant de ce système homogène soit nul. Ceci mène à une relation
de dispersion de la forme :
ℜ(σ,Γ, q, Ta) = 0








δ : rapport de
deux longueur caractéristiques : d l’entrefert de la géométrie et δ l’épaisseur de la couche de stockes
pour un fluide Newtonien) sont présentées dans la figure ci-dessous 2 pour différentes valeurs du
nombre de Deborah. Les courbes de Tac admettent des minimums, respectivement autour de 123 pour
le cas Newtonien et 100 pour Γ = 0.01. A partir de ces courbes nous constatons que :
– la modulation imposée génère un effet déstabilisant par rapport au cas non modulé. Cet effet
déstabilisant devient de plus en plus accentué lorsque la fréquence de modulation augmente et
ce aussi pour les differentes valeurs du nombre de deborah. Notons que pour les basses fréquences,
le nombre de Deborah n’a aucun effet sur le nombre de Taylor critique, Ta.
– pour les grandes fréquences, la nature viscoélastique du fluide entrâıne aussi un effet déstabilisant
par rapport au cas Newtonien, tandis que l’écoulement est stable pour les faibles fréquences.
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Figure 2 – The critical Taylor number and the wave number versus the frequency number for different values of
Deborah number Γ
– en ce qui concerne le nombre d’onde critique, il reste constant pour les basses fréquences et ne dépend
pas du nombre de Deborah. Dans la zone des hautes fréquences, il augmente quasi-linéairement en
fonction de la fréquence de modulation, avec une pente qui diminue avec le nombre de Deborah.
5 Conclusion
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l’étude de l’effet d’une modulation périodique des
vitesses pariétales sur l’instabilité centrifuge d’un fluide de Maxwell en géométrie de Taylor-Couette.
Les résultats numériques obtenus dans ce cadre montrent un effet déstabilisant de cette modulation et
de la nature viscoélastique du fluide. Ces résultats sont en bonne concordance avec des résultats issus
d’une analyse asymptotique élaborée précédemment.
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